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G ⊂ GL(n) es un grupo de Lie y P ⊂ FR(M) es una G-estructura en M , decimos
que la tripla (M,∇, P ) es una variedad afín homogénea si para cada x, y ∈ M

y cada p, q ∈ Px, existe una difeomorfismo f : M → M que preserva conexión,
preserva G-estructura y tal que f(x) = y y dfx ◦ p = q. Es decir, la tripla es ho-
mogénea si se tiene una acción transitiva del grupo de los difeomorfismos en M ,
los cuales preservan conexión y G-estructura sobre los referenciales de P . Cuando
M es conexa, esa acción es libre, y por lo tanto P puede ser identificado con ese
grupo de automorfismos, el cual es un grupo de Lie.

El enunciado del Teorema 4.7 asume que ∇ es la conexión de Levi-Civita en
(M,g), y además que ∇̂ es una conexión compatible con la estructura métrica
en el fibrado vectorial Ê; sin embargo, esto puede ser demostrado asumiendo
simplemente que ∇ es una conexión compatible con la estructura métrica g. En
este caso se debe tener una hipótesis adicional relativa a la torsión similar a la
impuesta para el tensor de curvatura; más específicamente, para cada y, z ∈ M ,
cada x ∈ M , toda isometría φ : TyM → TzM relaciona T y con T z y toda isometría
σ : Êx → TyM relaciona T̂x con T y. Más generalmente, puede pensarse en abolir
las condiciones referentes a la compatibilidad de las conexiones ∇ y ∇̂ con las
respectivas estructuras métricas, caso en el cual aparece un tensor I llamado
torsión interna, que mide el grado de compatibilidad de las conexiones con las
respectivas estructuras métricas (ver [3]). En este caso, una hipótesis adicional
igual a la impuesta para los tensores de curvatura y torsión es necesaria para el
tensor I.
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Resumen. Se desarrollan los resultados algebraicos concernientes a los fi-
brados vectoriales equivariantes sobre algunos espacios compactos, usando
construcciones y argumentos globales. El enfoque que se le da es un tanto
algebraico.
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Abstract. Algebraic results are developed concerning to the equivariant
vector bundles on some compact spaces, using global constructions and ar-
guments. In a sense the approach is algebraic.
Keywords: equivariant vector bundle, representation, projective A-module.

1. Introducción

En la geometría no conmutativa (GNC) los espacios topológicos son reemplaza-
dos por sus álgebras de coordenadas, y los fibrados vectoriales por sus módulos de
secciones. De la misma forma, las extensiones principales de álgebras asumen el
papel de fibrados principales cuánticos. Al nivel topológico, una acción principal
de grupo quiere decir una acción libre y propia; a nivel algebraico, un fibrado prin-
cipal se traduce en un funtor monoidal, desde la categoría de las representaciones
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finitodimensionales de grupos a la categoría de módulos proyectivos finitamente
generados sobre álgebras.

El funtor se define al asociar al fibrado principal un fibrado vectorial, mediante
una representación de grupo, y al tomar el módulo de secciones globales de dicho
fibrado vectorial. Se puede entonces construir un diccionario que lleva la geometría
diferencial de las acciones de grupos al mundo de las álgebras y biálgebras, en una
forma que permite estudiar fenómenos de simetría cuántica.

El propósito del artículo es dar un enfoque flexible para el caso de los fibrados
vectoriales equivariantes sobre espacios compactos conexos. El artículo se puede
ver como una exposición extensa, cuya novedad principal está en la presentación
de los resultados conocidos y la simplicidad relativa que el enfoque aporta a este
tema. Los temas son autocontenidos desde el punto de vista algebraico.

En la sección 2 se introducen los fibrados vectoriales equivariantes sobre un espa-
cio, y los A-módulos proyectivos. En la sección 3 se mencionan las conclusiones.

2. Fibrados vectoriales inducidos

Asumiremos que G es un grupo compacto y que K es un subgrupo cerrado de G.
Entonces G actúa sobre el espacio cociente G/K, el cual tiene de forma natural la
topología cociente compacta del grupo G. Definimos A := C(G/K) la C∗-álgebra
de funciones continuas sobre el cociente G/K, con las operaciones puntuales y la
norma supremo � · �∞. Consideraremos a A como la subálgebra de C(G), donde
C(G) es el álgebra de funciones f que satisfacen la propiedad de que f(xs) = f(x)

para x ∈ G, s ∈ K.

Denotaremos por λ la acción de G sobre A que se obtiene por la acción en el
cociente G/K, dada por (λyf)(x) = f(y−1x) para f ∈ A, y, x ∈ G.

Sea (π, H) una representación de dimensión finita de K. Como K es un grupo
compacto, podemos equipar el espacio vectorial H con un producto punto π-
invariante; por lo tanto, asumiremos que la representación (π,H) es ortogonal
o unitaria. Definamos Ξπ = {ξ ∈ C(G,H) : ξ(xs) = π−1

s (ξ(x))} para x ∈ G y
s ∈ K. Aquí C(G,H) denota el espacio vectorial de funciones continuas de G a
H. Se puede ver que Ξπ es un A-módulo derecho por operaciones puntuales. Por
consistencia en la escritura, escribimos los escalares a la derecha de los elementos
de H, obteniendo (ξf)(x) = ξ(x)f(x) para ξ ∈ Ξπ, f ∈ A, x ∈ G.

La acción izquierda de G en sí mismo induce una acción de G en C(G,H), y es
fácil verificar que esta acción manda Ξπ en sí mismo. Denotamos esta acción otra
vez por λ, así que (λyξ)(x) = ξ(y−1x). Entonces tenemos la relación de covarianza
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λy(ξf) = (λyξ)(λyf). Con abuso de la terminología podemos hacer la siguiente
definición:

Definición 2.1. El A-módulo derecho Ξπ con su G-acción lo llamamos el fibrado

vectorial equivariante sobre G/K inducido por (π,H).

Observemos que para ξ ∈ Ξπ y s ∈ K tenemos (λsξ)(e) = ξ(s−1) = πs(ξ(e)),
donde e es el elemento identidad de G. Por lo tanto, recordando que Ξπ es un
espacio de funciones sobre G, podemos de esta manera recobrar la representación
original (π,H) a partir de Ξπ con su G-acción.

El producto punto sobre H determina un fibrado métrico canónico sobre Ξπ, esto
es, un producto punto A-valuado [2, p. 1], definido por �ξ, η�A(x) = �ξ(x), η(x)�H.

El producto punto sobre H es lineal en la segunda variable. Se puede ver que el
producto punto A-valuado sobre Ξπ es G-invariante en el sentido de que

λy(�ξ, η�A) = �λyξ, λyη�A.

Sobre Ξπ se puede definir un producto punto ordinario �·, ·�, dado por

�ξ, η� =
∫

G/K
�ξ, η�A.

La acción λ de G sobre Ξπ preserva este producto punto. La completez de Ξπ

para este producto punto es el espacio de Hilbert de la representación inducida de
Mackey de G de la representación (π,H) de K; con la representación de G solo
llega ser la extensión de λ para la completez.

Teorema 2.2. Para G, K y (π,H) como antes, el módulo inducido Ξπ es un
A-módulo proyectivo.

Demostración. Hay que encontrar una representación unitaria u ortogonal de di-
mensión finita (π̃, H̃) de G, tal que H sea un subespacio de H̃, y tal que la
restricción de π̃ en K actuando sobre H sea π sea posible. Las representaciones
(π̃, H̃) existen, por el teorema de reciprocidad de Frobenius [1, p. 144]. Observe-
mos que C(G/K, H̃) es un A-módulo libre cuya base se obtiene de cualquier base
de H̃.

Definimos Φ : Ξπ → C(G/K, H̃) por la regla (Φξ)(x) = π̃x(ξ(x)) para x ∈ G.
Obsérvese que Φ es un homomorfismo de A-módulos inyectivo. Sea P la proyección
ortogonal de H̃ a H, y defínase la función p de G a L(H̃), el álgebra de operadores
lineales sobre H̃, por: p(x) = π̃xPπ̃∗

x.
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Se puede ver que p es una proyección en el álgebra C(G/K,L(H̃)). Mas aún, esta
álgebra actúa como endomorfismo sobre el A-módulo libre C(G/K, H̃), evidente-
mente de manera puntual, y se puede demostrar que p es la proyección sobre el
recorrido de Φ (ver una demostración en [3, p. 25]). Por lo tanto, el recorrido de
Φ, y así Ξπ, es proyectivo. ����

Hagamos hincapié en que el fibrado vectorial correspondiente a Ξπ puede ser visto
como la asignación de cada punto ẋ de G/K al recorrido del subespacio de p(x).
Nótese que para una representación (π,H) dada, puede haber muchas elecciones
para la representación (π̃, H̃), y como consecuencia, muchas elecciones para la
proyección p.

En el caso de que G sea un grupo de Lie, se sabe que las representaciones de
dimensión finita (como los homomorfismos entre grupos de Lie) son suaves; conse-
cuentemente, la proyección p de la demostración anterior es suave, y esto muestra
que el subespacio Ξ∞

π de funciones suaves de Ξπ es un módulo proyectivo sobre
C∞(G/K) [4, p. 4].

3. Conclusiones

1. Para G,K y (π,H), el módulo inducido Ξπ es un A-módulo proyectivo.

2. Si E es un K-módulo y V un G-módulo sobre F , existe un isomorfismo
canónico HomG(V, i

G
HE) ∼= HomK(resGKV,E), donde iGHE es el espacio de

funciones continuas f : G −→ E, tales que f(xs) = s−1f(x) para s ∈ K,x ∈
G y resGKV es el conjunto de las restricciones de V a K.

3. Para un grupo de Lie G, el subespacio Ξ∞
π es un módulo proyectivo sobre

C∞(G/K).

Referencias

[1] Bröcker T. and tom Dieck T., Representations of compact Lie groups, Graduate Texts in
Mathematics, 98, Springer-Verlag, New York, 1995.

[2] Lance E.C., Hilbert C∗-modules, London Mathematical Society Lecture Note Series, vol.
210, Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

[3] Rieffel M.A., “Vector bundles and Gromov-Hausdorff distance”, J. K-Theory 5 (2010),
no. 1, 39–103.

[4] Rieffel M.A., “A global view of equivariant vector bundles and Dirac operators on some
compact homogeneous spaces”, Contemp. Math., 449, (2008) 399–415.

[Revista Integración

∮
Revista Integración

Escuela de Matemáticas

Universidad Industrial de Santander

Vol. 29, No. 1, 2011, pág. 59–72

Timelike and null equatorial geodesics in the

Bonnor-Sackfield relativistic disk

Guillermo A. González a,∗, Framsol López-Suspes a, b

a Universidad Industrial de Santander, Escuela de Física, Bucaramanga, Colombia.

b Universidad Santo Tomás, Facultad de Telecomunicaciones, Bucaramanga, Colombia.

Abstract. A study of timelike and null equatorial geodesics in the Bonnor-
Sackfield relativistic thin disk is presented. The motion of test particles in
the equatorial plane is analyzed, both for the newtonian thin disk model
as for the corresponding relativistic disk. The nature of the possible orbits
is studied by means of a qualitative analysis of the effective potential
and by numerically solving the motion equation for radial and non-radial
equatorial trajectories. The existence of stable, unstable and marginally
stable circular orbits is analyzed, both for the newtonian and relativistic
case. Examples of the numerical results, obtained with some simple values
of the parameters, are presented.
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Geodésicas tipo tiempo y nulas en el plano ecuatorial

del disco relativista de Bonnor-Sackfield

Resumen. En este trabajo se presenta un estudio de las geodésicas temporales
y nulas en el disco delgado relativista y newtoniano de Bonnor-Sackfield. Se
analiza el movimiento de las partículas de prueba en el plano ecuatorial,
tanto para el modelo newtoniano del disco delgado como para el disco rela-
tivista correspondiente. La naturaleza de las órbitas posibles se estudia por
medio de un análisis cualitativo del potencial efectivo, y numéricamente me-
diante la solución de la ecuación de movimiento de las trayectorias ecuatorial
radial y no radial: Se analiza la existencia de órbitas estables, circulares in-
estables y estables marginalmente, tanto para el caso newtoniano, como el
relativista. Se presentan ejemplos de los resultados numéricos obtenidos con
algunos valores de los parámetros simples.
Palabras claves: Relatividad general, soluciones exactas, ecuaciones de
movimiento.
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